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1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В статье рассматриваются системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ)

(1)

и соответствующие им системы интегродифференциальных уравнений (ИДУ)

(2)

(3)

где     суть (n × m)-матрицы, определенные в областях  и 
соответственно,    – искомые и  – известная вектор-функции со-
ответственно,  ,  – скалярный параметр (в общем случае ком-
плексный). Ниже предполагается, что входные данные систем (1)–(3) обладают гладкостью, не-
обходимой при проведении рассуждений, и выполнено условие

(4)

При моделировании природных и технических процессов, начиная с 70-х годов прошлого ве-
ка, встречаются системы, включающие в себя взаимосвязанные ОДУ различных порядков, ал-
гебраические уравнения, интегральные уравнения (ИУ) Вольтерра и Фредгольма I и II рода (см.,
например, [1–5]). Эту совокупность уравнений можно записать в общем случае в виде систем ви-
да (1)–(3), удовлетворяющих условию (4). Но в общем случае, есть примеры систем (1)–(3), ко-
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торые нельзя разделить неособенными преобразованиями на подсистемы ОДУ, алгебраические
уравнения и ИУ.

Системы (1), удовлетворяющие условию (4), называют обычно в настоящее время линейны-
ми дифференциально-алгебраическими уравнениями (ДАУ) (см., например, [4]). Используются
также термины “сингулярные системы” (см. [1]), “дескрипторные системы” (см. [5]), “алгебро-
дифференциальные системы” (АДС) (см. [6]). Системы вида (2), (3) авторы называют вырожден-
ными системами интегродифференциальных уравнений (ИДУ).

Под решениями систем (1)–(3) мы понимаем любые -раз дифференцируемые на  вектор-
функции   , которые обращают системы в тождество на  при подстановке.

При изучении систем вида (1)–(3) обычно ставится задача Коши: предполагается, что в на-
чальной точке решения систем удовлетворяют условиям

(5)

где    ,  –

заданные векторы из , ,  – символ транспонирования.
Замечание 1. Очевидно, что для существования решений задач Коши для систем (1)–(3) необ-

ходимо (но не всегда достаточно) выполнение критерия Кронекера–Капелли в точке  для
векторов , , , а именно,

(6)

где . Итак, для разрешимости задач Коши необходимо, чтобы
начальные векторы  в формулах (5) принадлежали некоторым линейным многообразиям

.
Поэтому начальные задачи для систем (1)–(3) ставятся ниже в виде соотношений

(7)

где  суть (m × n) – заданные матрицы полного ранга, ,  – заданные
векторы, Задачи (1)–(3), (7) при  совпадает с задачами Коши, где  – единичная
матрица размерности . Матрицы  в формулах (7) выбираются проекторами начальных
данных на . В школе Г.А. Свиридюка условия вида (7) называют условиями Шоуол-
тера–Сидорова (см. [7]). Для ДАУ в такой форме начальные условия записывал Ю.Е. Бояринцев
(см. [8]).

Если вектор-функции  являются решениями и удовлетворяют условиям (7), то
они являются решениями задач (1)–(3), (7).

Под особыми точками (ОТ) систем (1)–(3) мы неформально будем понимать любую точку на
отрезке , при наличии которой система не имеет решений на , теряется единственность, ме-
няется размерность многообразия решений и т.д.

Системы (1)–(3) приводимы к нормальной форме (форме Коши) умножением на матрицы
, если  . При непрерывных входных данных для систем ОДУ (1) в

нормальной форме справедлив ряд теорем существования (см., например, [9]), на которых бази-
руются теоремы о разрешимости систем ИДУ (2), (3). При наличии изолированных точек 
со свойством  условия этих теорем нарушаются.

В [9–11] изложены методы исследования систем ОДУ при  . Часто
предполагается, что  – комплексная переменная и . В ряде работ ОТ указаны в виде усло-
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вий   (см., например, [12–17]). Большое внимание уделено методам иссле-
дования, основанных на введении малого параметра в системы ОДУ или ДАУ с ОТ и построении
асимптотических приближений к решениям (см., например, [18], [19]). Точки изменения ранга
матрицы  для вырожденных систем ИДУ, в частности, для ДАУ, в отличие от систем с вы-
рождением  в изолированных точках, не всегда совпадают с ОТ, и нужны методики их поис-
ка. Для ДАУ исследования в этом направлении проводились в [2], [6], [20].

Основными задачами настоящей статьи являются: 1) формализация понятия ОТ систем ИДУ
и ДАУ и их классификация; 2) изучение влияния ОТ на разрешимость ДАУ.

Замечание 2. Для упрощения записи указание зависимости от  в работе будет иногда опус-
каться, если это не вызывает путаницы. Используются следующие обозначения: включения

    , где  – некоторая матрица
(вектор-функция)   или  , означают, что все элементы  явля-
ются непрерывными, -раз дифференцируемыми, бесконечно-дифференцируемыми, веще-
ственно-аналитическими функциями в  соответственно.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Нам потребуются следующие понятия и факты.
Определение 1 (см., например, [1]). Полуобратной матрицей к -матрице , называется

-матрица , удовлетворяющая уравнению 
Полуобратная матрица определена для любой -матрицы . Если матрица  квадрат-

ная и неособенная, то . Матрица  определена в общем случае неединственным об-
разом (ее частным случаем является псевдообратная матрица ).

Важную роль в статье играет утверждение В. Долезаля (см., например, [21]).
Лемма 1. Пусть

1) -матрица ;
2) .

Тогда существуют -матрица  и -матрица  со свойствами

   где -блок,  на .

Из формулы Лейбница для дифференцирования произведений вытекает формула

(8)

где   – некоторые матрицы подходящей размерности из ,

 – биномиальные коэффициенты.
Поставим в соответствие системе (1) эквивалентное ДАУ первого порядка

(9)

где , . Следствием известных теорем (см., например, [9,
с. 66]) является такое утверждение.
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Теорема 1. Пусть в системе (1)

   ;
  .

Тогда
1. Система (1) разрешима на  и все ее решения представимы в виде суммы

(10)

где  есть (n × d)-матрица из   – фундаментальная матрица
системы (9),  – оператор из формул (8),  ,  есть (n × n)-матрица,

    – вектор произвольных постоянных;

2. Существует единственное решение системы (1), проходящее через любую заданную точку
.

Следствие 1. Пусть в системах (2), (3)

1)     ;
2)  .
Тогда
1. Система (2) разрешима на  и все ее решения представимы в виде суммы

(11)

где   , , ,
 есть (n × n)-матрица,     – вектор произвольных по-

стоянных;
2. Существует единственное решение системы (2), проходящее через точку ;
3. Система (3) разрешима на  за исключением счетного множества значений параметра  и

все ее решения представимы в виде суммы

(12)

где   , -резольвента
оператора ,  – вектор произвольных постоянных;

4. При значениях параметра , где  – некоторое малое положительное число, суще-
ствует единственное решение системы (3), проходящее через точку .

Доказательство. Докажем п. 1 утверждения. Запишем систему (2) в виде равенства
  из нее согласно формуле (10) получаем систему ИУ Вольтерра II рода

 . Используя формулу обращения  (см. [22, с. 111])
убеждаемся в справедливости формулы (11).

Докажем п. 2. Система  однозначно разрешима отно-
сительно вектора , так как согласно теореме 1 матрица  неособенная, производные мат-
рицы  по  равны нулю на диагонали .

Докажем п. 3. Запишем систему (3) в виде равенства  . Из форму-
лы (11) следует система ИУ Фредгольма II рода  , разрешая которую по-
лучаем формулу (12) (см. [22, с. 120]).
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Для доказательства четвертого пункта достаточно заметить, что , где
 при малых , так как .

Замечание 3. Если   , то в формулах (10)–

(12) справедливы включения  . Лю-
бая точка  со свойством  является особой, и число их конечно на отрезке .
Других ОТ на отрезке нет.

Более того, найдутся вектор  и свободный член  такие, что имеет место неравенство

  вследствие которого решение задачи

   не существует на  (ср. с теоремой 1).
Замечание 4. Часть утверждений следствия 1 можно найти в литературе по ИДУ (см., напри-

мер, [23]), но автор изложил их в удобной для себя форме.
Для ИДУ теряется важное свойство общих решений ОДУ (ср. с теоремой 1).

Пример 1. Рассмотрим ИДУ  , с условием  

где  – вещественный параметр. Общее решение ИДУ здесь имеет вид  .
Начальная задача с условием  имеет единственное решение .

Если   и , то исходная задача не имеет на  решений, так как .
В случае   видим, что  при любом .

Итак, в отличие от ОДУ решения ИДУ “помнят” отрезок, на котором определены, и при
сужениях отрезка  решения меняются (или могут не существовать).

3. СВЕДЕНИЯ О СВОЙСТВАХ ДАУ БЕЗ ОСОБЫХ ТОЧЕК
Выделим класс линейных ДАУ без ОТ в области определения.
Определение 2. Система (1) имеет решение типа Коши на отрезке , если она разрешима для

любой вектор-функции  и ее решения представимы в виде линейной ком-
бинации

(13)

где  есть (n × d)-матрица из  со свойством    – вектор про-
извольных постоянных,  – вектор-функция со свойством   и на любом
подотрезке  нет решений, отличных от .

Замечание 5. Из работы [24] следует, что для ДАУ (1) с постоянными коэффициентами

  параметр  , где  – ска-

лярный параметр (возможно комплексный),  – символ степени многочлена. Предполагается,
что многочлен  ненулевой. Если , то .

Замечание 6. Если ДАУ (1) имеет решение типа Коши, то сохраняются важнейшие свойства
линейных систем ОДУ в нормальной форме (форме Коши): 1) множества решений на отрезках

 и  совпадают (отсутствует “память”); 2) если через заданную точку
 проходит решение ДАУ, то оно единственно.

Определение 3. Если существуют операторы

где  суть (n × n)-матрицы из , обладающие свойствами
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где  , ,  суть (n × n)-некоторые мат-

рицы из ,    то они называются левым и правым регуляризи-
рующими операторами (ЛРО и ПРО) для оператора системы (1), а наименьшие возможные 
называются ее индексами (левым и правым). Индексы оператора  где 

 полагаются равными нулю.
Далее, нам потребуется сводка результатов из [25, теоремы 1, 2, леммы 4, 5] и [6, леммы 4.1–

4.3]. Для аналитических входных данных эти утверждения формулируются в более компактном
виде.

Теорема 2. Пусть в ДАУ (1)  .
Тогда три условия на систему (1) эквивалентны:
1) на отрезке  определено решение типа Коши;
2) на отрезке  определен ЛРО;
3) на отрезке  определен ПРО.

Теорема 3. Пусть в ДАУ (1)   и левый индекс ДАУ равен .
Тогда

1. Правый и левый индексы ДАУ равны, и справедливы неравенства ;

2. В формуле (13) , при  вектор-функция , иначе

(14)

где  суть (n × n)-матрицы, причем   и

   если .

Следствие 2. Пусть для произведения операторов   выполнены условия

1) входные данные операторов   принадлежат пространству ;

2) для оператора произведения  определен ЛРО.

Тогда для каждого сомножителя   определен свой ЛРО. Более того, если для

каждого оператора   определен ЛРО, то для оператора произведения  опреде-
лен ЛРО.

Следствие 3. Пусть оператор  является ЛРО для оператора  с входными

данными из пространства .

Тогда начальная задача    , имеет на отрезке  только ну-
левое решение.

Следствие 4. Пусть для каждого оператора   с матрицами и коэффициентами

из  определен ЛРО.

Тогда для их произведения  справедливо равенство , где  – размер-

ности ПР операторов  и , из формулы (13).
К сожалению, нет пока общей формулы, позволяющей вычислить индекс произведения опе-

раторов ДАУ по их индексам. Он может меняться достаточно произвольно, например,

где  – постоянная матрица со свойством , оператор   имеет ин-
декс 2. Но имеются исключения из общего правила (см. ниже лемму 2).
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Лемма 2. Пусть входные данные операторов   принадлежат пространству

. Тогда

1. Индекс оператора   , равен индексу ;

2. Если индексы сомножителей  не превосходят 1, то индекс оператора 
 не превосходит .

Доказательство вытекает из теорем 2, 3 и вида формулы обращения (14), в которой при выпол-
нении условия  отсутствуют операторы  .

Очевидно, что задача (1), (7) разрешима в условиях теоремы 3 тогда и только тогда, когда раз-
решима система  (где  ) относи-
тельно вектора . Решение  единственно, если решение  единственно. Чтобы сфор-
мулировать утверждение о разрешимости задачи (1), (7) в терминах входных данных, нам потре-
буется такое понятие.

Определение 4. Совокупность самой системы (1) и ее производных до порядка  включитель-
но:   где оператор из формул (8), называется -продолженной систе-
мой (1).

С учетом формулы (8) -продолженную систему из определения 3 запишем в виде равенств

(15)

где , матрица  имеет размер , нулевые матрицы 
имеют размеры   , соответственно, . Ниже
используются разбиения матрицы из формул (15) на блоки вида  где

– блочно-треугольная квадратная матрица с блоками  на диагонали.
Замечание 7. На разбиении  базируется способ вычисления индекса (ле-

вого) и матричных коэффициентов ЛРО (см. [2]). При вычислении ПРО для системы (1) нужно
решать матричные ДАУ (см. [26]). Поэтому это понятие пока представляет только теоретический
интерес.

Лемма 3. Начальная задача (1), (17), в условиях теоремы  разрешима тогда и только тогда, ко-
гда для некоторого вектора  выполнены соотношения

(16)

где   .
Более того, если вектор  вычисляется единственным образом, то решение начальной задачи

единственно.
Доказательство. Рассмотрим задачу Коши, где . Формула (16) является необходимым

и достаточным условием выполнения равенства  в точке . Согласно
разбиению матрицы  это равенство эквивалентно разрешимости СЛАУ

 .

Если ввести вектор-функции   , то они в силу выше-
сказанного удовлетворяют условиям . Начальная задача

где  – ЛРО для системы (1), имеет согласно следствию 2 только одно решение
. ДАУ  имеет решение типа Коши и СЛАУ ,

где  , имеет единственное решение . Для завершения доказа-
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тельства отметим, что согласно (см. [1, с. 33]) все начальные вектора  принадлежат многооб-
разию , где вектор  пробегает .

Пример 2. Рассмотрим начальную задачу

(17)

Если , то индекс ДАУ , размерность ПР , в качестве ЛРО можно принять оператор

 . Матрицы и векторы в формуле (16) имеют вид  

Из условия равенства рангов (16) следует уравнение   . Итак, для

любого  имеем  .

Если , то умножением ДАУ (17) на матрицу  мы выделим алгебраическое уравнение
  и начальное условие является его следствием при . Начальная задача

совместна, но ее решение неединственно.

Если , то , . В формуле (16) матрицы и векторы имеют вид

Проделав аналоги выкладок при , получим  .

4. ФОРМАЛИЗАЦИЯ ПОНЯТИЯ ОСОБЫХ ТОЧЕК ЛИНЕЙНЫХ ДАУ
И ИХ КЛАССИФИКАЦИЯ

Введем понятия.

Определение 5. Если существует -матрица  такая, что любой элемент ли-
нейного пространства решений (ПР) однородной системы (1) на отрезке  представим в виде
произведения , где  – вектор произвольных постоянных, то будем говорить, что это ПР
конечномерно . Минимально возможное значение целочисленного параметра 
назовем размерностью ПР ДАУ (1).

ПР однородной системы (1) бесконечномерно , если оно содержит бесконеч-
ное количество линейно независимых решений.

Определение 6. Пусть существует оператор   где  суть (n × n)-мат-

рицы из , со свойствами

1) для системы   определен ЛРО;

2)   где ,  ;

3) на  определены изолированные точки , в которых .

Тогда точки  называются ОТ системы (1).
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Пример 3. Рассмотрим однородное ДАУ

(18)

где     – функция из . В определении 6 можно принять
,  . ОТ  имеет вид разрыва второго рода

при любом . В ОТ  в зависимости от  поведение решений существенно отличается (см.,
например, [9–11]).

Если  и ДАУ (18) рассматривается на отрезке  , то система имеет
решение типа Коши, где  при   независимо от количества точек изме-
нений ранга матрицы  (нулей функции ).

Пример 4. Рассмотрим ДАУ

(19)

Здесь , . Умножая ДАУ на матрицу  и выражая  через ,

ДАУ расщепляем на дифференциальное и алгебраическое уравнения

(20)

где  . При  существует решение системы (19) типа Коши, где
, индекс .

При  свойства ДАУ качественно меняются. Система имеет ОТ  в смысле определе-

ния 6, где   .

В однородной системе (19) формально  где ,  – произвольная кон-
станта. При  имеем . В этом случае ненулевых решений однородного ДАУ (19) на  нет,

. На любом отрезке   оператор  является ЛРО, существует решение
типа Коши, размерность ПР ДАУ (19) .

Рассмотрим влияние ОТ на разрешимось ДАУ (19). Для первого уравнения (20) имеем

где , . Формально разрешая эту систему как алгебраическую относитель-
но функций  для решения получим формулу

(21)

Ряд (21) сходится при  для любой функции .
Иная ситуация при . Например, при  и произвольном свободном члене ДАУ не име-

ет решений. Необходимо выполнение условия , так как здесь .
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Из равенств (20) следует, что однородная система (19) имеет семейства аналитических реше-
ний  и семейство неаналитических решений

где    . Здесь (в смысле

определения 5) размерность ПР . Любая начальная задача  ,
имеет бесконечное число решений ДАУ на . Например, если  , то

где  произвольно.
Теорема 4. Пусть в системе 

1. Матрицы  ;
2. ПР конечномерно ( ).

Тогда для ДАУ (9) существуют -матрицы   такие, что
 

(22)

где  – верхнетреугольные блоки с идентичной
блочной структурой, диагональ  содержит  квадратных нулевых блоков, 

 на .
Доказательство. Если  , то теорема справедлива. Пусть  . Тогда

согласно лемме 1 существует -матрица  такая, что

где  – блок  имеет полный ранг для любого , , за ис-
ключением может быть конечного числа точек.

Если это не так, то  , и согласно [6, теорема 3.1] имеем .

Произведем замену , где    и

При этом получим равенство

где . Если  на , то теорема справедлива. В противном случае повторяем
рассуждения для системы  . За  шагов такого процесса мы исчерпаем систе-
му, причем , так как на каждом шаге к размерности блока  будут добавляться размер-
ности блоков , по меньшей мере, равные единице.

Следствие 5. Пусть выполнены условия теоремы . Тогда

1. Число точек   со свойством    конечно, и на
отрезках   определены решения типа Коши, где точки  зануме-
рованы по правилу ;
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2. Существует оператор  из определения , и равенство  , выполняется
тогда и только тогда, когда справедливо одно из условий:  или .

Доказательство. Докажем п. 1 следствия. В силу аналитичности матриц  в формуле (22)
число точек  конечно. Выпишем две подсистемы:

(23)

   
. Тогда решение системы (9) на  имеет вид

(24)

где  ,  – количество нулевых блоков на
диагонали матрицы ,  – матрицант первой подсистемы (23),  – вектор произвольных

постоянных. Из неособенности матриц , следует свойство 

. Интегрируя по частям и приводя подобные в формуле (24), мы получим вектор-функ-
цию  в виде формулы из равенств (11).

Докажем п. 2. Выпишем равенство

где      – матрица из

леммы 1 применительно к матрице . Размерность ПР оператора  равна . Согласно
следствию 4 она суммируется на отрезках  с размерностью ПР оператора . Если 

, то процесс повторяем, получая оператор . Размерность ПР дифференциального опера-
тора порядка , приводимого к нормальной форме, не превышает , и процесс построения опе-

раторов  завершится за конечное число шагов . Искомый оператор . Со-
гласно формуле (24) .

Определение 7. Нули функции   будем называть дифференциальными ОТ систе-
мы (1), а нули функции   назовем алгебраическими ОТ системы (1).

Следствие 6. Пусть выполнены условия теоремы  и на отрезке  определена хотя бы одна ал-
гебраическая ОТ. Тогда найдется свободный член , при котором не существует ре-
шений системы  на .

Доказательство очевидно. Сделаем замечания о влиянии дифференциальных ОТ на разреши-
мость ДАУ (1). Анонсируем следующий результат.

Теорема 5. Пусть
 Выполнены условия теоремы  и на отрезке  определена хотя бы одна дифференциальная ОТ;
 Однородное ДАУ  имеет нетривиальные решения. Тогда найдется свободный член

, при котором не существует решений системы  на .

5. СВЕДЕНИЯ О СВОЙСТВАХ ВЫРОЖДЕННЫХ СИСТЕМ ИДУ
Введем для вырожденных систем ИДУ понятие, аналогичное ЛРО для ДАУ.
Определение 8. Если существуют операторы
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где -матрицы из , обладающие свойствами

где  ,

, -некоторые матрицы из ,

то они называются левым и правым регуляризирующими операторами (ЛРО и ПРО) для систе-
мы , а наименьшие возможные  называются ее индексами (левым и правым). Индекс опе-
ратора   где   полагается равным нулю.

Пример 5. Рассмотрим систему ИДУ

где  . Здесь в качестве ЛРО в смысле определения 8 можно при-
нять оператор

ПР системы   бесконечномерно (в качестве базиса можно взять набор вектор-функ-
ций ). ЛРО для оператора  не существует. Умножим систему ИДУ на
матрицу . Второе уравнение новой системы имеет вид ИУ

ИУ (следовательно, и наша система ИДУ) имеют решения при  тогда и только тогда, когда
  .

Еще сложнее условия разрешимости выглядят при . Для простоты предположим, что

. Условие совместности ИУ имеет вид равенства  Дифференцируя ИУ по t,

получаем  . Тогда из условия совместности получим равенства 
 Итак, ИУ разрешимо тогда и только тогда, когда .

При  имеем условие .
В отличие от ДАУ, существование ЛРО для вырожденной системы ИДУ не гарантирует ее раз-

решимость при сколь угодно гладких входных данных, причем в общем случае индекс ИДУ не
ограничен числом , так как  можно задавать произвольно.

Существование ЛРО для системы   не гарантирует существование ЛРО для си-
стемы ИДУ (2), а следовательно, и для системы ИДУ (3).

Пример 6. Рассмотрим вырожденную систему ИДУ

где   . Для ДАУ   в качестве ЛРО можно

принять оператор . Если , то индекс системы ИДУ . В качестве

×
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ЛРО можно принять оператор  . В определении 8 .

Решение

где , существует при любой  и единственно (ср. с примером 5).
При  индекс не определен и ПР системы   бесконечномерно. В качестве

базиса можно принять  . Для совместности системы ИДУ необходи-

мо выполнение условия  .
С учетом формул (8), (15) для системы ИДУ (2) по аналогии с определением 4 запишем -про-

долженную систему   в виде равенства

(25)

где  нулевые блоки в матрице  уравнивают размеры слагаемых матриц,

.

Укажем условия, когда существование ЛРО для системы   гарантирует суще-
ствование ЛРО для системы ИДУ и рассмотрим этот класс систем.

Теорема 6. Пусть в системах 

1)   ;
2) для ДАУ   определен ЛРО  со свойством .
Тогда
1. Система (2) разрешима на  и все ее решения представимы в виде суммы

(26)

где   ,  – матрица и инте-
гральный оператор из теоремы 3, матрица  если , , ,

-матрица,     – вектор произвольных по-
стоянных;

2. Система (3) разрешима на  за исключением счетного множества значений параметра  и все
ее решения представимы в виде суммы

(27)

где   ,  – матрица и
интегральный оператор из п.  теоремы, -резольвента оператора ,  – вектор
произвольных постоянных;

3. ОТ систем (1)–(3) совпадают на .
Доказательстово. Докажем п. 1 утверждения теоремы. Запишем систему (2) в виде равенства

  из которого согласно формуле (10) получаем систему ИУ Вольтерра II рода
 . Используя формулу обращения  (см. [22, с. 111])

убеждаемся в справедливости формулы (26).

 Ω ω ω − 


2
1 0

= ,
1 1

ω = diag{1,( / )}d dt  
 γ − 


1

0 1
=

1 0
A

 
− γ  

 
1 2 1
0

= ( ), ( ) ( ) ,
t

y y t f t y s ds



− − γ
1 1 2( ) = [ ( ) ( )]/(1 )y t f t f t ∈ 2( )f TC
γ = 1 Λ + γ1( ) = 0,y9 ∈ ,t T

( )−φ − 1( ) = ,j j
j t jt t


= 1,2,j

− 1 2( ) ( ) = 0,f t f t ∈t T
i

Λ + −d [( ) ] = 0,i k y f9 ∈ ,t T

+ − −
α

+ + 
1

=1
[ , ]y d [ ( , )] ( ) = d [ ( )], [ , ] = [ ] [Q ] ,

t i

i i k i i i i i j j
j

D t s y s ds f t D DA A A_ _ _ } %

−
+ −

 
 
 ( 1 )

0 0
= ,

0j
n i jE

% − j%

− −
− −≡ ∂ ∂1 1

1 1 =
Q Q ( ) = ( , )/j j

j j t s
t t s t_

Λ = 0,k x ∈ ,t T

(2), (3)

∈( ), ( ) ( ),A
iA t f t TC = 0, ,i k ∈ ×( , ), K( , ) ( )At s t s T TC_

Λ = 0,k x ∈ ,t T Ωl ≤l k

T

α

+ ψ ψ ψ + ψ ψ ψˆ ˆ ˆˆ ˆ( , ) = ( ) ( ), ( ) = ( ) , = ( , ) ( ) ,
t

dy t c Y t c t t t V V K t s s ds

+ ∈ˆ( ) = [ ( ) ] ( ),k
d d dY t X t VX TC −+ +

 1 ˆ( ) = ,I V I V +


0= ( )V C t V V 9 0( ),C t V
≡0( ) 0,C t l < k − α ≠


1det ( ) 0kY − −


1 1( ) = d [ ( )]k k dY t Y t

×ˆ( , ) ( )K t s есть n n ∂ ∂
=

ˆ( , )/ = 0j j

t s
K t s t ∀ ∈ ,t T −= 0, 1,j k c

T λ

β

α

+ ϕ ϕ ψ + λΦψ Φψ λ ψˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( , ) = ( ) ( ), ( ) = ( ) , = K( , , ) ( ) ,dz t c Z t c t t t t s s ds

+ λΦ ∈ˆ( ) = [ ( ) ] ( ),k
d d dZ t Y t Y TC −+ λΦ + λΦ

 1 ˆ( ) = ,I I Φ Φ + Φ


0̂
ˆ= ( )C t V 0̂

ˆ( ),C t V
1 λ ×K̂( , , ) ( )t s есть n n Φ


c

T

Λ − += ,k y y f9 ∈ ,t T
+ + ψ


= ( ) ( ),dy Vy X t c t ∈t T −+ +
 1 ˆ( ) =I V I V



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

ОБ ОСОБЫХ ТОЧКАХ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 975

Докажем п. 2. Запишем систему (3) в виде равенства  . Из форму-
лы (26) следует система ИУ Фредгольма II рода  , разрешая которую по-
лучаем формулу (27) (см. [22, с. 120]).

Третий пункт утверждения доказывается прямым вычислением. При действии на любую из
систем (1)–(3) оператором  мы получаем систему с одинаковой матрицей при старшей произ-
водной искомой вектор-функции. Теорема 6 доказана.

Некоторые свойства частных случаев вырожденных систем ИДУ (3) описаны в [25–28]. При-
ведем простейший критерий выполнения условий теоремы 6.

Теорема 7. Пусть в ДАУ (1) матрицы  , и выполнены условия

1)   

2) в многочлене  степень .
Тогда

1. Если  , то  на , ДАУ (1) имеет индекс , причем размер-
ность ПР  (верно и обратное);

2. Любая точка  со свойством  является ОТ;

3. Если  , то на  отсутствуют алгебраические ОТ.

Доказательство. Для произвольного регулярного пучка постоянных матриц 
 справедливо неравенство , так как существуют неособен-

ные матрицы  со свойством , где  .

Тогда из условия 2) теоремы следует равенство  . Следовательно, мы мо-
жем выбрать матрицы  из леммы 1 таким образом, что в равенстве

  . Все нули функции , совпадают с нулями опреде-
лителей  . В произведении  последние

 строк нулевые, иначе  и можно принять, что ЛРО 

. Из следствия 4 получаем формулу для размерности ПР 
.

Из вышесказанного следует справедливость п. 2 утверждения теоремы. Элементарно прове-
ряется, что п. 3 утверждения верен, так как в теореме 4 на первом шаге процесса получаем

  ,  .
Пример 7. Рассмотрим ДАУ

(28)

где   . Согласно теореме 7
ДАУ (28) имеет ОТ , если . Точка является особой также в смысле определения 6, где

6. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Продемонстрируем на примере возможные эффекты наличия ОТ в области определения,
влияющие на вычислительные процессы при решении ДАУ.
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Пример 8. Рассмотрим задачу Коши для ДАУ и соответствующую неявную разностную схему
(РС) Эйлера

(29)

где     – заданный вектор,  – заданные функции из

 ,   . Пусть . Вто-
рое уравнение ДАУ (29) перепишем в виде равенства  . Подставляя выражение
для  в первое уравнение ДАУ, получим формулу

Несмотря на произвольные изменения ранга матрицы , для ДАУ определен ЛРО. Можно
принять, что . Если  , то , вектор-функции

,  образуют базис в ПР. Изолированная точка  является
алгебраической ОТ.

Аналогично, в РС (29)  где . Подставляя выражение для  в
первое разностное уравнение, получим формулы

где   . Если выполнены равенство  и неравенство ,

то справедлива оценка  , где  – произвольная норма в . В случае, ко-
гда  , справедливо соотношение   . Ес-
ли  , и  , то по поведению векторов , точку  ошибочно
можно принять за ОТ.

Отметим еще один момент. Если выполнены соотношения    и
, то ДАУ (29) не имеет решений. Но решения РС  определены и ограничены при

любом . И обратно, при   решение ДАУ (29) существует и единственно, но найдет-
ся свободный член , когда  не существуют для любого .

Для численных расчетов использовался метод эрмитовой сплайн-коллокации. На отрезке 
задается сетка . На отрезке  приближенное реше-

ние ДАУ (1) с начальными данными  ищется в виде многочлена

 , где векторы  являются искомы-
ми, и формируются выражения

(30)

где . Вычисляем выражения из формул (30) в точке  и формируем
систему алгебраических уравнений

размерности . Если ее решение  существует, то многочлен  удовлетворяет в точке

 системе . Решая эту систему, находим новые вектора 
, и повторяем вычисления на отрезке  и т.д. Число  рекомендуется выбирать

по правилу  либо , где  – индекс ДАУ. Особенностью этого метода является выпол-
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нение равенства  , если ДАУ индекса  имеет нулевое ПР (см.
теорему 3). Иначе говоря, решение ДАУ находится точно (независимо от шага сетки). Известно,
что от численного процесса, описываемого формулами (30), можно перейти к (РС) (см. [29]). То-
гда для ДАУ первого порядка РС при  совпадает с неявным методом Эйлера.

При тестовых расчетах применялись схемы при . Решалась задача Коши для ДАУ (19)

с решением . Решению соответствуют на-

чальные данные  и свободный член 

, где  – произвольное число, если , и , если . Задавалась сетка
   где число узлов  варьировалось от  до .

При   РС сходилась с эмпирической оценкой . Метод при  выдавал ре-
зультаты на уровне ошибок округления. Если узел сетки при   совпадал с ОТ , то
происходил авост. В обратном случае получали решение с эмпирической оценкой . Метод
при   независимо от расположения узлов сетки демонстрировал сходимость на отрезке

 с оценкой  с переходом на какую-то другую ветку решения в узлах .
При  проводились расчеты для однородной системы с начальными данными 

. Здесь  , где . Если узел сетки схе-
мы при  совпадал с ОТ, то происходил авост. В обратном случае метод сходился со скоро-
стью  к аналитическому решению  . В случае схемы при  авоста не
происходило, даже если узел сетки совпадал с особой точкой, и наблюдался численный процесс,
аналогичный численному процессу при решении неоднородной системы. Ряд похожих эффек-
тов влияния ОТ при численном решении ОДУ (в основном в нелинейном случае) описан в [30].
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