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1. ВВЕДЕНИЕ
Рассматривается следующая задача Коши:

Вывод уравнения (1.1) имеется в работе [1]. Уравнение (1.1) относится к классу нелинейных урав-
нений типа С.Л. Соболева. Отметим, что исследованию линейных и нелинейных уравнений со-
болевского типа посвящено много работ. Так, в работах Г.А. Свиридюка, С.А. Загребиной,
А.А. Замышляевой [2–4] были рассмотрены в общем виде и в виде примеров начально-краевые
задачи для большого многообразия классов линейных и нелинейных уравнений соболевского
типа.

Отметим, что впервые теория потенциала для неклассических уравнений типа С.Л. Соболева
была рассмотрена в работе Б.В. Капитонова [5]. В дальнейшем теория потенциала изучалась в
работах С.А. Габова и А.Г. Свешникова [6], [7], а также в работах их учеников (см., например, ра-
боту Ю.Д. Плетнера [8]).

В классической работе [9] С.И. Похожаева и Э. Митидиери достаточно простым методом не-
линейной емкости были получены глубокие результаты о роли так называемых критических по-
казателей. Отметим также работы Е.И. Галахова и О.А. Салиевой [10] и [11]. В настоящей работе
мы получили результат о существовании двух критических показателей  и  таких, что
в широких классах начальных функций  при  отсутствуют даже локальные во вре-

1)Работа выполнена при поддержке Фонда теоретической физики и  математики "БАЗИС" и при финансовой под-
держке РНФ (проект № 23-11-00056) Российский университет дружбы народов.
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мени слабые решения задачи Коши (1.1), (1.2), а при  локальные во времени слабые реше-
ния уже существуют, однако при  глобальных во времени слабых решений нет – все
слабые решения разрушаются за конечное время.

Настоящая работа продолжает исследования, начатые нами в работах [12–16]. Причем в ра-
боте [16] была рассмотрена задача Коши

для которой были тоже получены два критических показателя  и  для аналогичных
утверждений, что и в настоящей работе.

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ

Символом  мы обозначаем отрезок, соединяющий точки :

Символом  при  мы обозначаем следующее множество:

Под классом функций  мы понимаем ограниченные функции из класса
, причем это линейное пространство является банаховым относительно следующей

нормы:

Под классом функций ,  мы понимаем множество таких функций
 что

причем все смешанные частные производные в (2.1) коммутируют.

Под классом функций  при  мы понимаем такие функции  что для

 и для любого компакта  имеем

причем существуют слабые производные

Под классом функций  при  понимаем такие функции , что для лю-

бого компакта  имеем

причем существуют слабые производные
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Под классом функций  понимаем такие функции  что существуют все
слабые частные производные

Символами  и  при ,  обозначаем классические пространства Соболева.

Символами  и  стандартным образом обозначаем векторные топо-
логические пространства основных функций с компактными носителями.

Кроме того, символом  мы обозначаем для краткости частную производную по пере-
менной  символом  – частную производную по переменной  символом  – гра-
диент по пространственным переменным.

Рассмотрим линейное подпространство линейного пространства , состоящее из функ-
ций  для которых конечна следующая норма:

Это нормированное пространство обозначим символом .
Лемма 1. Нормированное пространство  является банаховым.

В дальнейшем мы будем использовать банахово пространство  относительно нормы

Символом  при  обозначаем те функции  из  для которых

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим следующее уравнение в пространстве :

где

Применим преобразование Фурье по переменной  и получим из (3.1) следующее урав-

нение в :

Решение уравнения (3.2) имеет вид

где  – функция Хевисайда, а обобщенная функция  из  определена в § 11.8 рабо-
ты [18]. Используя результаты § 11.8 работы [18], мы получим равенство
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Рассмотрим следующую неоднородную задачу Коши:

где

Доказано, что функция

является фундаментальным решением оператора  как решение уравнения

в смысле пространств обобщенных функций из  и . Дадим снача-
ла определение классического решения задачи Коши (3.3), (3.4).

Определение 1. Классическим локальным во времени решением задачи Коши (3.3), (3.4) называет-
ся функция  удовлетворяющая уравнению (3.3) и началь-
ному условию (3.4) поточечно, причем  

Дадим определение локального во времени слабого решения задачи Коши (3.3), (3.4).

Определение 2. Функция  называется локальным во времени слабым ре-

шением задачи Коши (3.3), (3.4), если для любой функции  справедливо ра-
венство

где  .
Введем следующие обозначения:

Справедлива следующая лемма.
Лемма 2. Если  – локальное во времени слабое решение задачи Коши в смысле определения 2,

то в смысле распределений из  функция  удовлетворяет равенству

где все производные понимаются в смысле распределений.
В силу результата теоремы 11.3 из [18] справедлива следующая основная теорема.
Теорема 1. Пусть функции   таковы, что существуют свертки

в смысле . Тогда локальное во времени решение задачи Коши (3.3), (3.4) в смысле опре-
деления 2 представимо в виде суммы двух потенциалов:

Из этой теоремы вытекает следующее важное утверждение.
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Теорема 2. Всякое локальное во времени слабое решение  задачи Коши (3.3), (3.4) в смысле
определения 2 удовлетворяет поточечному равенству

если

а  – фундаментальное решение, определенное равенством (3.6).
Теперь дадим определение глобального во времени слабого решения следующей задачи Коши:

где оператор  определен равенством (3.5).

Определение 3. Функция  называется глобальным во времени слабым

решением задачи Коши (3.8), (3.9), если для любой функции  справедливо
равенство

где  .
Справедливо следующее утверждение, аналогичное утверждению теоремы 2.
Теорема 3. Всякое глобальное во времени слабое решение  задачи Коши (3.8), (3.9) в смысле

определения 3 удовлетворяет поточечному равенству

если

а  – фундаментальное решение, определенное равенством (3.6).
Отметим, что в дальнейшем мы докажем следующее утверждение.

Лемма 3. Если  причем найдутся такие постоянные  и  что выполнено
неравенство

то справедливы равенства

где .
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Замечание 1. При условиях леммы 3 и теорем 2, 3 равенства (3.7) и (3.10) примут следующий
вид:

Определение 4. Будем говорить, что функция

является регулярной в окрестности бесконечно удаленной точки, если для всех  выполнены
неравенства

при , и  где  и  – некоторые постоянные при  Спра-
ведливо следующее утверждение.

Теорема 4. Любая функция

регулярная в окрестности бесконечно удаленной точки в смысле определения 4 удовлетворяет урав-
нению

для всех , где  может быть сколь угодно большим, чтобы только было выпол-
нено условие (3.12), где оператор  определен равенством

Доказательство в целом повторяет аналогичное утверждение из работы [16].
Рассмотрим потенциал

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5. Для любой плотности  объемный потенциал 

 при , а определение банахова пространства  дано в разд. 3,
причем справедлива оценка

а функция  и является монотонно неубывающей, ограниченной.
Доказательство в целом повторяет доказательство аналогичного утверждения работы [16].
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4. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим интегральное уравнение

Справедлива следующая лемма.

Лемма 4. Если , то .

Доказательство. Заметим, что функцию  можно переписать в следующем виде:

Поэтому

Лемма доказана.
Справедливо неравенство

где

Справедлива следующая лемма.
Лемма 5. Пусть выполнены условия

тогда для каждого 

Доказательство. Если  то  и
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Аналогичным образом получаем оценку

поскольку

Справедливы выражения

Следовательно, . Лемма доказана.

В силу результата теоремы 5 и леммы 5 приходим к следующему утверждению.

Лемма 6. Оператор  определенный равенством (4.1), при  действует следующим
образом:

если .

Осталось воспользоваться стандартным алгоритмом метода сжимающих отображений и про-
должения решения интегрального уравнения (4.1) во времени в классе решений  и в
результате получить следующий результат.

Теорема 6. При  для любой начальной функции  такой, что  найдется та-
кое максимальное  что для любого  существует единственное решение ин-
тегрального уравнения (4.1) в классе  причем либо  либо  и в этом
случае справедливо предельное свойство

5. КРИТИЧЕСКИЕ ПОКАЗАТЕЛИ

Рассмотрим следующую задачу Коши:

(5.1)

(5.2)

Дадим определение классического решения задачи Коши (5.1), (5.2).

Определение 5. Функция , удовлетворяющая уравне-
нию (5.1) и начальному условию (5.2) поточечно, называется классическим решением задачи Коши
(5.1), (5.2).
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Теперь дадим определение локального во времени слабого решения задачи Коши (5.1), (5.2).

Определение 6. Функция  называется локальным во времени слабым ре-

шением задачи Коши (5.1), (5.2), если для любой функции  справедливо
следующее равенство:

Теперь дадим определение глобального во времени слабого решения задачи Коши (5.1), (5.2).

Определение 7. Функция  называется глобальным во времени слабым

решением задачи Коши (5.1), (5.2), если для любой функции  справедливо
равенство

Справедлива важная вспомогательная лемма.

Лемма 7. Пусть  – локальное во времени слабое решение задачи Коши в смысле определения 6.
Тогда для любых  и  выполнено равенство (5.3), в котором

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 7. Всякое глобальное во времени слабое решение задачи Коши в смысле определения 7 яв-
ляется локальным во времени слабым решением задачи Коши в смысле определения 6.

Доказательство основано на том, что имеет место вложение 
 если функции  продолжить нулем при .

Справедлива следующая лемма.

Лемма 8. Пусть  – глобальное во времени слабое решение задачи Коши в смысле определения 7.
Тогда для любых  и  справедливо равенство (5.4) при 

Доказательство аналогично доказательству леммы 7.

Дадим определение класса начальных функций.

Определение 8. Функция  если  и найдутся такие  и  что

 и

где  – это стандартная мера Лебега в .

Справедлива следующая теорема.

Теорема 8. Если  и  то не существует локального во времени слабого решения
задачи Коши ни для какого .
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Доказательство. Пусть  – локальное во времени слабое решение задачи Коши в смысле
определения 5. Тогда воспользуемся результатом леммы 7.

Доказательство этого утверждения основано на применении метода нелинейной емкости
С.И. Похожаева и Э. Митидиери (см. [9]) и специальном выборе пробной функции  в ра-
венстве (5.3) определения 6. Именно, возьмем

где  – это монотонно невозрастающая функция. Справедливы следующие оценки, основан-
ные на применении неравенства Гёльдера с соответствующими показателями:

где

Из равенства (5.3), примененного с пробной функцией (5.5), и из оценок (5.6), (5.8) и (5.10)
мы получим неравенство

Теперь воспользуемся следующим трехпараметрическим неравенством Юнга:

Применим это неравенство к (5.11) с . Тогда получим неравенство
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Положим теперь  и рассмотрим последовательность функций

для почти всех . Далее требуем выполнения неравенств

Тогда из (5.7)–(5.12) вытекает, что правая часть неравенства (5.12) ограничена некоторой кон-
стантой , следовательно,

И поэтому в силу теоремы Беппо Леви приходим к выводу о том, что

Рассмотрим отдельно случаи  и . В случае  из формулы (5.12) и оценок (5.7),
(5.9) приходим к выводу о том, что

Случай  является критическим и рассматривается, как все критические случаи из работы
[9].

Таким образом, при  приходим к равенству

После подстановки полученного равенства  в равенство (5.3) мы получим равенство

для всех функций  удовлетворяющих условиям определения 6. Поэтому для произвольных
функций  вида

в классе  после интегрирования по частям получим следующее равенство:

В силу основной леммы вариационного исчисления приходим к выводу о том, что

что противоречит определению класса .
Справедлива следующая теорема.

Теорема 9. Пусть  и  Тогда не существует глобального во времени слабого ре-
шения задачи Коши в смысле определения 7.
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Доказательство. Пусть  – глобальное во времени слабое решение задачи Коши в смысле
определения 7. Выберем пробную функцию из определения 7:

где функция  – монотонно невозрастающая. Справедливы следующие оценки:

где

Теперь потребуем, чтобы были выполнены неравенства  и , тогда верно .
Заметим, что при выполнении этих неравенств выполнено неравенство  Таким обра-
зом, из оценок (5.13)–(5.15) и равенства (5.4) получим оценку

Дальнейшие рассуждения повторяют рассуждения при доказательстве теоремы 8.
В результате предельного перехода при  в неравенстве (5.16) мы приходим к ра-

венству

для всех функций  удовлетворяющих условиям определения 7. Воспользуемся результатом
леммы 8. Возьмем в качестве функции  функцию вида  где
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Несложно заметить, что . Тогда из равенства (5.17) получим

Далее точно так же, как при доказательстве теоремы 8, из (5.18) получим противоречие с тем, что

Теорема доказана полностью.
Теперь мы докажем результат о существовании локального во времени слабого решения зада-

чи Коши в смысле определения 6.

Теорема 10. Пусть   и найдутся такие постоянные  и  что спра-
ведливо следующее неравенство:

Тогда существует единственное локальное во времени слабое решение задачи Коши (5.1), (5.2) в
смысле определения 6.

Доказательство. В силу условий теоремы выполнены все условия теоремы 6 о существовании
непродолжаемого во времени решения интегрального уравнения (4.1) в классе 

 для любого  причем если  то выполнено предельное свойство (4.2):

В силу результатов теоремы 5 справедливы следующие выражения:

Лемма 9. Справедливо поточечное равенство

Доказательство. Пусть  – произвольное фиксированное. Тогда справедлива следующая
цепочка равенств:
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где мы воспользовались равенством

Осталось заметить, что

при  Лемма доказана.

Поскольку , то справедливо следующее поточечное равенство:

Сначала сформулируем следующий классический результат, который непосредственно вытека-
ет из работы [17].

Лемма 10. Пусть  при . Тогда классический объемный логарифми-
ческий потенциал

удовлетворяет равенству

для любых , где  – это скобки двойственности между  и , а оператор 
понимается в смысле производных обобщенных функций.

Применим это утверждение к потенциалу

и с учетом (5.22) из (5.20) получим равенство

для любой функции  и для всех . Отсюда с учетом (5.19) и (5.21)
приходим к выводу о том, что справедливо равенство

для любой функции  и для всех , где  – решение интеграль-
ного уравнения (5.19) такого класса, что  для всех

. Поэтому справедливо следующее равенство:

которое можно переписать в виде
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Теперь проинтегрируем обе части равенства (5.23) по  и после интегрирования по частям
получим равенство

для любых . В левой части этого равенства можно снова проинтегрировать
по частям, поскольку  и , поэтому ,
и в результате получим равенство

Таким образом, построенное  является локальным во времени слабым решением задачи
Коши в смысле определения 6.

Теперь докажем единственность построенного локального во времени слабого решения за-
дачи Коши. В силу теоремы 2, леммы 3 всякое слабое решение задачи Коши в смысле определе-
ния 6 должно удовлетворять уравнению (3.11), которое в нашем случае имеет вид

где  – фундаментальное решение, определенное равенством (3.6). Рассмотрим функцию

где  – это найденное единственное решение интегрального уравнения (4.1). Заметим, что

Но тогда построенная функция  является единственным решением ин-
тегрального уравнения (5.24) в классе функций, равных нулю при  Отсюда вытекает един-
ственность локального во времени слабого решения в смысле определения 6.

Теорема доказана полностью.
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