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Для нелинейного дифференциального уравнения соболевского типа, моделирующего уме-
ренно длинные продольные волны малой амплитуды в вязкоупругом стержне, исследуется
задача Коши в пространстве непрерывных функций, заданных на всей числовой оси, для ко-
торых существуют пределы на бесконечности. Рассмотрены условия существования глобаль-
ного решения и разрушения решения задачи Коши на конечном временном отрезке. Библ. 11.
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ВВЕДЕНИЕ
Распространение умеренно длинных продольных волн малой амплитуды в вязкоупругом

стержне с учетом дисперсии и диссипации моделируется [1, § 3.1, (3.1.16)], [2] нелинейным диф-
ференциальным уравнением в частных производных:

(0.1)

где  – продольная деформация;  – символы дифференцирования по
переменной ; коэффициенты , , ,  – неотрицательные постоянные. (Продольные волны
называются умеренно длинными, если длина волны существенно больше характерного попереч-
ного размера стержня.)

Неразрешенное относительно старшей временной производной уравнение (0.1) является
уравнением соболевского типа с младшими в обобщенном смысле членами [3, гл. 2, § 2], полу-
чившимся из уравнения, выведенного в [2] и для которого рассмотрена задача Коши в [4], добав-
лением как старших:  и , так и младших:  и , членов уравнения, что, как отме-
чается в [5], может существенно повлиять на разрешимость задачи Коши.

Задача Коши для уравнения (0.1) исследуется в пространстве  (см. [6, гл. VIII, § 1]) не-
прерывных функций , для которых существуют оба предела при  и норма кото-
рого , полагая, что начальные функции:

(0.2)

и искомое классическое решение , , , вместе с частными про-
изводными, входящими в уравнение (1), для всех значений временной переменной  по перемен-
ной  принадлежат . (Под классическим решением понимается достаточно гладкая функ-
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ция, имеющая все непрерывные производные нужного порядка, и удовлетворяющая уравнению
в каждой точке области его задания.)

Пусть , , – подмножества диф-

ференцируемых функций в пространстве . Напомним, что в пространстве  [6,

гл. VIII, § 1], [7, § 2] дифференциальный оператор  с областью определения 

порождает сжимающую сильно непрерывную группу , , класса  левых сдвигов:

, а оператор  с областью определения  является произ-

водящим оператором сильно непрерывной полугруппы , , класса :

; причем для резольвент ,

 справедливы оценки ,  при .

Исследование задачи Коши (0.1), (0.2) проведем по следующей схеме: прежде чем приступать
к установлению основных результатов статьи, убедимся, что постановка задачи Коши (0.1), (0.2)
корректна и локальное по времени классическое решение ее существует. С этой целью 1) для со-
ответствующего (0.1) линейного однородного уравнения, используя методы теории сильно не-
прерывных полугрупп операторов и косинус оператор-функций, найдем решение задачи Коши,
отмечая используемые в дальнейшем оценки норм вспомогательных операторнозначных функ-
ций; и 2) для задачи Коши (0.1), (0.2) найдем временной отрезок  существования и един-

ственности классического решения и оценим норму в  этого локального решения. Далее,
3) предполагая, что классическое решение  уравнения (0.1) и его частная производная

 для всех значений временной переменной на отрезке  по переменной  при-

надлежат пересечению пространства  с пространством Соболева :

(0.3)

найдем условия существования глобального решения ( ), и разрушения на конечном времен-
ном отрезке решения задачи Коши (0.1), (0.2).

1. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ
Рассмотрим линейное однородное уравнение, соответствующее (0.1):

(1.1)

Введем в уравнение (1.1) новую неизвестную функцию

(1.2)

полагая, что частные производные ,  непрерывны при . Из замены (1.2), при условии,
что начальные функции ,  принадлежат , можно единственным образом определить
начальные значения функции : , , и,
используя принадлежность положительной полуоси резольвентному множеству дифференци-
ального оператора , выразить решение  уравнения (1.1) через новую неизвестную функ-
цию :

(1.3)

В результате замены (1.2) получим эквивалентное (1.1) интегродифференциальное уравнение

(1.4)
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где , , , , , ,

; , , , .

Оператор  получен возмущением ограниченным оператором  производящего оператора
 сильно непрерывной группы  класса , поэтому (см. [7,

§ 8]) он порождает группу , , класса , для которой спра-
ведлива оценка нормы

(1.5)

В уравнении (1.4) произведем замену неизвестной функции

(1.6)

тогда можно единственным образом определить начальные значения функции :
, , и выразить решение  уравнения

(1.4) через новую неизвестную функцию :

(1.7)
В результате замены (1.6) получим эквивалентное (1.4) интегродифференциальное уравнение

(1.8)

в котором операторный коэффициент , здесь 4P = (1 –
‒ 2γc1 + 4c3)I +    

 – ограниченный оператор: , притом .

Предполагая выполнение условия , уравнение (1.8) можно переписать в виде абстракт-
ного обыкновенного дифференциального уравнения

(1.9)

где : , , ; ,

, а  – искомая вектор-функция, определенная для  и со

значениями в пространстве .

Начальные условия для уравнения (1.9) в  перепишутся в виде

(1.10)

где ,  – элементы пространства .

Оператор  порождает в пространстве  группу 

, , класса , поэтому квадрат этого оператора, т.е. оператор , явля-
ется [7, § 1.5] производящим оператором сильно непрерывной косинус оператор-функции

, , класса , для которой справедливо представление

и оценка нормы , .

Ограниченный оператор  порождает [7, § 4.2] косинус оператор-функцию , ,

класса , для которой справедливы представление , в котором степен-
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ной ряд сходится равномерно по  на каждом конечном отрезке, и оценка нормы 

, , где    .

Возмущение ограниченным оператором  сохраняет способность оператора  порождать
косинус оператор-функцию класса  [7, § 8.2], поэтому оператор  является производящим
оператором косинус оператор-функции класса , для которой на элементах

 и для всех  справедливо представление

(1.11)

где .

Для нормы косинус оператор-функции (1.11), используя табличные интегралы, выводим це-
почку равенств и неравенств

(1.12)

С косинус оператор-функцией (1.11) связана [7, § 1.4] синус оператор-функция:

(1.13)

и линейное многообразие , т.е. подмноже-

ство  состоит из тех функций из , для которых функция

 является непрерывно дифференцируемой функцией переменной .

Очевидно, что .

Из соотношений (1.13) и (1.12) для  выводим оценку нормы синус оператор-функции:

(1.14)

Задача Коши (1.9), (1.10) равномерно корректна [7, § 1.4] только тогда, когда оператор  явля-
ется производящим оператором сильно непрерывной косинус оператор-функции ,

, класса , при этом классическое решение абстрактной задачи Коши (1.9), (1.10) дается
формулой

для любых  и .

Теперь, производя обратные замены (1.7) и (1.3), находим решение задачи Коши для уравне-
ния (1.1):

(1.15)
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Таким образом, имеет место

Теорема 1. Пусть выполняется условие  и пусть начальные функции ,  вместе с

производными до четвертого порядка включительно принадлежат пространству : ,

, тогда задача Коши для линейного однородного уравнения (1.1) равномерно коррект-

на, классическое решение дается формулой (1.15) и для него в пространстве  при  спра-
ведлива оценка

в которой функции  и  из (1.12) и (1.14) соответственно.
Замечание 1. От начальной функции  требуем заведомо большую гладкость, чем нужно

для существования решения задачи Коши для уравнения (1.9), чтобы не заниматься описанием
подмножества  пространства .

Замечание 2. Классическое решение  абстрактной задачи Коши (1.9), (1.10) принадлежит

 и для него , поэтому решение

 уравнения (1.1) принадлежит .

2. ЛОКАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ

Применим к обеим частям уравнения (0.1) линейный ограниченный оператор , тогда
получим эквивалентное (0.1) нелинейное интегродифференциальное уравнение

(2.1)

в котором операторные коэффициенты ,  такие же, как и в уравнении (1.4), а  – оператор

суперпозиции: , .

Уравнение (2.1) заменой  преобразуется к абстрактному полулиней-
ному уравнению

(2.2)

при этом оператор  такой же, как и в уравнении (1.9), а  – заданный нелинейный оператор:

(2.3)

При  справедлива оценка нормы оператора  в пространстве :

(2.4)

Ограниченность линейных операторов  и  и непрерывная дифференцируе-

мость оператора суперпозиции  в пространстве непрерывных функций обеспечивают непре-

рывную дифференцируемость по Фреше оператора (2.3) в пространстве  и поэтому опера-
тор  удовлетворяет локальному условию Липшица. Следовательно, найдется промежуток

, в котором абстрактная задача Коши (2.2), (1.10) для любых  и  имеет
[8, § 3] единственное обобщенное решение , т.е. единственное непрерывно дифферен-
цируемое решение интегрального уравнения

(2.5)

2γ 4δ> ( )φ x ( )ψ x
1C R   ( )φ x

( ) ( )  ψ ∈  
4 1x C R

1C R  
1t R+∈

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∈ ∈ ∈ ∈ ∈

  ≤ + ψ + γ ϕ + + + ϕ    
4

1 1 1 1 1

/2
1 2 1 2sup , sup φ sup sup ' 1 sup ,c t

x R x R x R x R x R
u t x e h t x h t x x c c x

( )1h t ( )2h t

( )ψ x

1
1C R  

1C R  
( )W t

( ) ( )2 1 1;C R C R+    ( ) ( )1 1;QW t C R C R+  ∈  

( ) ( ) ( ) ( )
12, /2; ,xu t x I U t A w t x

−
= − ∂ ( )2,4 1 1,C R R+

( )21; xR ∂

( ) ( )21; 0,tt t xu Au Bu R I f u − + + ∂ − = 
A B ( )f ⋅

( ) ( )( )2f g g x= ( ) 1g x C R ∈  
( ) ( ) ( ), /2; ,u t x U t A w t x=

( )( ), /2; ,ttW QW F t U t A W= +

Q ( ),F t ⋅

( ) ( ) ( ) ( )2, /2; 1; .xF t g U t A I R f g = − − ∂ 
1t R+∈ ( ),F t ⋅ 1C R  

( ) ( )+≤ 4 21 /2, 2 .c t
C CF t g e g

( )/2;U t A− ( )21; xR ∂

( )f ⋅
1C R  

( ),F t ⋅
[ [00,t ( )Φ D Q∈ 1

1Ψ C R ∈  
( )W W t=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

; Φ ; Ψ ; , /2; .
t

W t C t Q S t Q S t Q F U A W d= + + − τ τ τ τ
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Оценивая норму левой части уравнения (2.5) через норму ее правой части с учетом оценок
(1.5), (1.12), (1.14), (2.4) и (0.3), выводим интегральное неравенство

где  и 

.

Пусть  и , перепишем интегральное

неравенство в виде

(2.6)

Из неравенства (2.6) выводим [9, §1.3] оценку нормы в пространстве  обобщенного ре-
шения уравнения (2.2):

на отрезке , где

Найденное обобщенное решение , , будет классическим решением абстрактной
задачи Коши (2.2), (1.10), если оно дважды непрерывно дифференцируемо, что является след-
ствием [8] непрерывной дифференцируемости по Фреше нелинейного оператора , при

условии принадлежности начальных данных  и  соответственно множествам  и .

Таким образом, имеет место

Теорема 2. Пусть выполняется условие  и пусть начальные функции ,

, тогда на временном отрезке  существует единственное классическое решение

 задачи Коши (0.1), (0.2) в пространстве , для которого справедлива оценка

(2.7)

В дальнейших рассмотрениях локальное по временной переменной классическое решение
 уравнения (0.1) принадлежит не только пространству , но и пространству Соболе-

ва  на отрезке . (Напомним, что скалярное произведение и норма в пространстве 

функций с интегрируемым квадратом обозначаются соответственно через 

и  и что для функций , принадлежащих пересечению пространства не-

прерывных ограниченных функций  с пространством Соболева , справедлива оцен-

ка  , причем, если , то [10] предел

функций ,  при  равен нулю.)
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1 2 2
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∈
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∈
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3. СУЩЕСТВОВАНИЕ ГЛОБАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

Теорема 3. Пусть параметры , , ,  и начальные функции , 
удовлетворяют условиям

где , тогда из существования классического решения , удовлетворяющего

условию ,  на отрезке , следует существование единствен-

ного глобального классического решения задачи Коши (0.1), (0.2), для которого в пространстве 
справедлива оценка

(Постоянные , , зависящие от параметров , , ,  и начальных функций , , опреде-
ляются в ходе доказательства теоремы.)

Доказательство. Введем в рассмотрение функционал

(3.1)

Применяя к значениям производной функционала (3.1): , и ее квадра-

та: , неравенство Коши–Буняковского: , и обозначая через

(3.2)

еще один функционал, связанный с уравнением (0.1), выводим вспомогательные оценки:

(3.3)

и

(3.4)

Умножим обе части уравнения (0.1) на  и проинтегрируем от  до , тогда, инте-
грируя по частям, получаем

откуда, интегрируя по отрезку  и обозначая , имеем

(3.5)

Применяя неравенство Коши–Буняковского, оценим абсолютную величину интеграла в пра-
вой части (3.5):

α β γ δ ( )φ x ( ) ( ) ( ) ψ ∈ ∩ 
4 1 1 1

2x C R W R

> > + δ > δ2α 1, γ 1 , γ 4 ;
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∈
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(применяя оценку (2.7) решения  на временном отрезке )

(обозначая )

Таким образом,

(3.6)

Умножим обе части уравнения (0.1) на  и проинтегрируем от  до , тогда, ин-
тегрируя по частям, получаем

откуда, интегрируя по отрезку , имеем

(3.7)

Первые два интеграла в правой части равенства (3.7) можно вычислить и затем оценить, при-
меняя неравенство Коши–Буняковского:

1) используя равенство , имеем цепочку равенств и неравенств

(3.8)

2) аналогично, используя равенство , получаем цепочку ра-
венств и неравенств

(3.9)

Для третьего интеграла в правой части равенства (3.7), имеем

(3.10)

Наконец, оценивая четвертый интеграл в правой части равенства (3.7), получаем

(3.11)

С учетом полученных оценок из равенства (3.7) выводим
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Откуда, полагая  и , и обозначая ,

 следует интегральное неравенство

(3.12)

Из неравенства (3.12) при выполнении условия , т.е. ,
согласно лемме Гронуолла [9, § 1.1] следует оценка

(3.13)

Интегрируя по частям, оценим на отрезке  интеграл в правой части последнего неравенства

С учетом последнего неравенства и обозначая , , c12 =

,  оценка (3.13) на отрезке  примет вид

(3.14)

Применяя полученные оценки (3.6), (3.14) к равенству (3.5), имеем

(3.15)

Полагая  и , т.е.  

, и обозначая , , ,

, ,   из соотношения (3.15) вы-
водим интегральное неравенство

Отсюда по лемме Гронуолла следует неравенство на отрезке 

(3.16)

где обозначено .
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Интегрируя по частям, оценим при  интеграл в правой части (3.16):

(3.17)

Подставляя (3.17) в (3.16) и обозначая , , получаем

(3.18)

Интегрируя обе части неравенства (3.5) и учитывая неравенство (3.18), получаем интеграль-
ное неравенство

(3.19)

где обозначено , .

Из неравенства (3.19) в силу леммы Гронуолла следует оценка

и, значит, классическое решение  при  принадлежит пространству Соболева

 и поэтому справедлива оценка

обеспечивающая существование глобального решения задачи Коши (0.1), (0.2).

Замечание 3. При выполнении условий теоремы 3 классическое решение  задачи

Коши (0.1), (0.2) удовлетворяет требованиям (0.3): , , для всех
.

4. РАЗРУШЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

Предполагая выполнение требования (0.3): , , , рассмотрим
условия разрушения решения  задачи Коши (0.1), (0.2) на некотором временном отрез-
ке , другими словами, получим достаточные условия возникновения разрыва второ-

го рода для функционала  на отрезке . Отрезок  выбираем так, чтобы на
нем выполнялось неравенство , которое следует из начального условия

(4.1)

Теорема 4. Пусть параметры , , ,  и начальные функции , 

удовлетворяют условиям , ,

[ ]10,t t∈
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.
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2
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2x C R W R
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тогда время  существования решения не может быть сколь угодно большим: решение разрушается
за конечное время  и для времени существования решения справедлива оценка сверху

притом для функционала  имеет место оценка снизу

(Фигурирующие в формулировке теоремы постоянные , , ,  и определяются в ходе до-
казательства теоремы и зависят от параметров , , ,  и начальных функций , .)

Доказательство. Вычислим производную второго порядка функционала (3.1) и выразим ее
значение через функционал (3.2):

(4.2)

Учитывая уравнение (0.1) и интегрируя по частям, преобразуем третье слагаемое в левой части
равенства (4.2)

(4.3)

Из равенств (4.2) и (4.3) следует представление

(4.4)

из которого, в частности, можно найти значение

Потребуем, чтобы в дополнение к условию (4.1) выполнялись требования  и ,

т.е.  и  , тогда

найдется отрезок  на котором для функционала (3.1) справедливы неравенства

(4.5)

Умножим обе части уравнения (0.1) на  и проинтегрируем полученное равенство по
переменной  от  до , тогда, интегрируя по частям, получаем

откуда, интегрируя обе части по отрезку , имеем

(4.6)
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Применяя соотношения  и , вычислим соответ-
ственно первый интеграл в левой части и третий интеграл в правой части равенства (4.6):

и

Используя полученные равенства, перепишем (4.6) в виде

(4.7)

Складывая равенство (4.7) с равенством (3.7), переписанным в виде

получим

(4.8)

где .
Применяя неравенство Коши–Буняковского и оценки

и

увеличим правую часть равенства (4.8)

(4.9)
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Пусть выполнены следующие условия  и , тогда, обозначая

, и  
приходим к интегральному неравенству

Отсюда, применяя лемму Гронуолла, интегрируя по частям и обозначая , получим це-
почку неравенств

и, следовательно, обозначая , , имеем

(4.10)

Далее сложим соответствующие части равенств (4.4) и (3.5), предварительно умножив обе ча-
сти равенства (3.5) на пока неопределенное положительное число :

(4.11)

Используя неравенство Коши–Буняковского и оценки (3.6) и  

 увеличим правую часть равенства (4.11):

Откуда, применяя неравенства , , , приводя подобные и обозна-
чая , , выводим

(4.12)

Используя неравенство (4.10), увеличим правую часть (4.12):
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Отсюда, полагая  и

(4.13)

т.е.

(4.14)

и обозначая , , ,

, ,   придем к инте-

гральному неравенству на отрезке 

(4.15)

Для того чтобы выполнялось неравенство , достаточно потребовать, учитывая
(4.5) и (4.14), выполнение неравенства , т.е. , где ,

поэтому при выполнении условия  или в подробной записи 

  , получается
оценка снизу параметра :

(4.16)

Теперь, из неравенства (4.15), применяя лемму Гронуолла, выводим оценку

Отсюда, интегрируя по частям, обозначая  и используя неравенство 

  выводим

.

Таким образом, обозначая  и , имеем

(4.17)
Уменьшим левую часть неравенства (4.17), применив оценку (3.4):

(4.18)

Потребуем, чтобы коэффициент при квадрате производной в (4.18) удовлетворял условию
, что подразумевает автоматическое выполнение условия (4.13) и, значит,

(4.19)

Теперь, рассматривая одновременно оценки (4.16) и (4.19), приходим к определению ранее
неопределенного числа :

(4.20)

при этом дальнейшие рассуждения проводим, полагая во всех соотношениях, в которых фигури-
рует число , его равным .
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Далее, увеличим левую часть неравенства (4.18), потребовав выполнение оценки

(4.21)

где  – пока неопределенное положительное число. Тогда из (4.5) и (4.21) с необходимостью следует

(4.22)

При выполнении условий (4.20) и (4.22) дифференциальное неравенство (4.18) примет вид

(4.23)

где .

Применяя к неравенству (4.23) результат, приведенный в монографии [11, Приложение, § 2, урав-
нение (2.9), Теорема 2], заключаем, что если в дополнение к ранее приведенным условиям потребо-

вать выполнения условия , , т.е. , то-

гда время  существования решения не может быть сколь угодно большим: , где

, т.е.

причем для функционала  справедлива оценка снизу , и, значит,
не существует глобального по времени решения задачи Коши (1), (2).
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