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нений показано, как можно исследовать численно скорость роста ошибок округления в рав-
номерной метрике в случае степенной неустойчивости. Кроме того, получены оценки скоро-
сти роста ошибок округления в раномерной метрике для схемы Русанова третьего порядка
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ВВЕДЕНИЕ

Цель этой работы – показать, как можно оценивать скорость роста ошибок округления в рав-
номерной метрике, используя численные методы. Устойчивые в равномерной метрике разност-
ные схемы пригодны для счета разрывных решений. Равномерная метрика является более есте-
ственной и наглядной по сравнению с  метрикой. Но для получения оценок в равномерной
метрике приходится использовать более сложные методы. Так, основные результаты по иссле-
дованию устойчивости разностных схем в равномерной метрике были получены с помощью ме-
тода перевала. При этом, кроме определения точек перевала и линий наискорейшего спуска, не-
малого труда стоило доказывать определяющую роль “асимптотических вычетов”. С появлени-
ем суперкомпьютеров возникла реальная возможность оценивать скорость роста ошибок
округления путем прямого вычисления норм степеней характеристической матрицы . Эле-

менты  являются тригонометрическими многочленами  Норма  в

метрике  есть . Норма  в метрике  есть максимум норм ее элементов. В этой работе
получены оценки скорости роста ошибок округления в равномерной метрике для трех конкрет-
ных примеров.

В разд. 1 получены оценки скорости роста ошибок округления в равномерной метрике для
разностной схемы, которая используется при вычислении вольт-амперных характеристик (ВАХ)
длинных джозефсоновских переходов. Установлена ограниченность роста ошибок округления в
равномерной метрике на всем интервале вычисления ВАХ.

В разд. 2 получены оценки скорости роста ошибок округления в равномерной метрике для си-
стемы двух разностных уравнений путем прямого вычисления норм степеней характеристиче-
ской матрицы в метрике . Полученные численно результаты согласуются с теоретическими: в
работе [5] была установлена неустойчивость в  рассматриваемой системы порядка .
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В разд. 3 численно получены оценки скорости роста ошибок округления в равномерной мет-
рике для схемы Русанова [6, 7] при различных значениях параметров схемы. Все расчеты были
проведены на суперкомпьютере “Говорун” [8] с использованием системы REDUCE [9].

1. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВАХ ДЛИННЫХ ДЖОЗЕФСОНОВСКИХ ПЕРЕХОДОВ.
ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД ОЦЕНКИ ОШИБОК ОКРУГЛЕНИЯ 

В РАВНОМЕРНОЙ МЕТРИКЕ
Вычисление вольт-амперных характеристик систем  длинных джозефсоновских переходов

связано (см. [1], (7)) с решением системы  сушественно нелинейных дифференциальных урав-
нений. Был разработан алгоритм, позволяющий свести задачу к решению одного уравнения

 Для решения последнего предлагается использовать разностную ап-
проксимацию второго порядка точности:

,  – шаги сетки по ,  соответственно, ниже используются обозначения , . Ли-
нейная часть без  рассматриваемого разностного уравнения эквивалентна системе разност-
ных уравнений:

(1)

Решается задача Коши, заданы начальные данные , . После преобразования Фурье

(знак  означает преобразование вектора-строки в вектор-столбец) и некоторых алгебраических
манипуляций система (1) преобразуется в векторную систему:

Здесь  – характеристическая матрица:

Функция Грина системы (1) есть

Порядок роста функции Грина  в метрике  определяет скорость роста ошибок округления 
в равномерной метрике:

В работах [2, 3] были получены оценки, гарантирующие ограниченность скорости роста оши-
бок округления в  метрике для всех .

Собственные значения характеристической матрицы  удовлетворяют уравнению
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В работе [2] доказано, что  и  для всех  и всех . Это необходимые
условия устойчивости рассматриваемой задачи Коши в метрике , гарантирующие отсутствие
неустойчивости экспоненциального типа. Но при наличии кратных собственных значений мо-
жет возникнуть неустойчивость степенного типа [4]: , ,  – оператор перехода от
слоя к слою. При наличии кратных собственных значений нормальная форма характеристиче-
ской матрицы имеет блочно-треугольную форму [4]. В [2] проведен детальный спектральный
анализ характеристической матрицы системы (1). В рассматриваемом случае нормальной фор-
мой характеристической матрицы является треугольная матрица второго порядка. Матрица пре-
образования подобия

приводит матрицу  к треугольному виду:

(3)

Сделав обратное преобразование, получаем

Так как  = , , оценка скорости роста ошибок округ-
ления в равномерной метрике сводится к оценке роста  в метрике :

Замечание. Норма  в метрике  есть . При умножении  на

 величина нормы не возрастает: 

Алгоритм прямого вычисления норм Dn в метрике .
В случае четных , , имеем

Последовательно вычисляем  .

Коэффициенты  зависят от  и пересчитываются при переходе от  к :
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Последовательно вычисляем , . Коэффи-

циенты  зависят от  и пересчитываются при переходе от  к :

На фиг. 1 представлены графики  в метрике . Нижний график относится к случаю
, средний – к случаю , и верхний – для  , . Аналогично слу-

чаю оценки  в метрике  (см. фиг. 3, [3]), самый быстрый рост наблюдается при . Ниж-
ний график выходит на плато . Средний график также выходит на плато

. А при  имеем , продолжается рост, но видна тен-
денция выхода на плато:

Чтобы разобраться, мы продолжили счет до . В результате выяснилось, что верхний гра-
фик также выходит на плато, см. фиг. 2, где точками отмечены значения . Хорошо
видно, что с ростом  значения  и  сближаются, достигая 

В рассматриваемом случае оценка скорости роста ошибок округления в равномерной метрике
свелась к оценке  в метрике . Но это не всегда так. Рассмотрим еще один пример.

2. УСТОЙЧИВАЯ В  СИСТЕМА, НЕУСТОЙЧИВАЯ В 

Система разностных уравнений

(4)

устойчива в  при  (см. [5]).
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Фиг. 1. Графики   в метрике  для уравнения (1). Нижний график относится к случаю .
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Характеристическая матрица

имеет два собственных значения . Матрица преобразования подобия

приводит характеристическую матрицу к треугольному виду

Сделав обратное преобразование, получаем

2= , = 1 (1 cos( )), = sin( ),
a b
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Фиг. 2. Выход на плато графика  в метрике  (система (1),  ). Точками отмечены значения
, , 1000, 1500, 2000, …, 5000.
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Скорость роста ошибок округления в равномерной метрике определяется скоростью роста
норм элементов матрицы  в метрике  [5]. В рассматриваемом случае

 . Последовательно вычисляем , , . Сумма моду-
лей коэффициентов многочленов ,  определяет скорость роста ошибок
округления в равномерной метрике.

C использованием системы REDUCE удалось вычислить при  на суперкомпьютере
“Говорун” , , в метрике , которые медленно растут от  до ,
что обеспечивает ограниченность роста ошибок округления в равномерной метрике на интерва-
ле . См. нижний график на фиг. 3. Верхний график представляет функцию . В
работе [5] аналитически была установлена неустойчивость рассматриваемой системы в  поряд-
ка . На фиг. 4 точками отмечены значения , , где

. Хорошо видно, что величина  монотонно убывает, достигая в конце значения
, что согласуется с результатом, полученным теоретически.

3. ОЦЕНКА ОШИБОК ОКРУГЛЕНИЯ В РАВНОМЕРНОЙ МЕТРИКЕ
ДЛЯ СХЕМЫ РУСАНОВА

Был разработан и реализован с использованием системы REDUCE на суперкомпьютере “Го-
ворун” численный метод исследования устойчивости в равномерной метрике схемы Русанова
третьего порядка точности, которая используется при решении задач газовой динамики. Для
модельного уравнения  рассматривается [6] такая разностная схема:

(5)

nA 1l
2 2

2 2
1 = 1 = ( ) , ( ) = 1 2 3 ,

2 2
i i i ie e p e e p x d d x d xφ − φ φ − φγ + γ γ − γλ − γ + + + +

2 = ( ) ,i iq e eφ − φλ 2( ) = 3 2 1q x d d x d x+ + kp kq 2 k n≤ ≤
( )/2n np q+ ( )/2n np q−

= 1/2γ
( ) = nr n A 1 7000n≤ ≤ 1l 2.0166... 2.645...

[0,7000 ]τ 1/8(500)r n
C
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=t xu u
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
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12 24

0, = 0, 1, 2,...; = , = , = / , = .

n

n
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T T T T T T I T T u

n x h t n h Tu u

Фиг. 4. На графике точками отмечены значения  , где  в метри-

ке . График демонстрирует скорость роста  порядка  для системы (4) .
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Характеристическая функция рассматриваемой разностной схемы есть

Последовательно вычисляем суммы модулей коэффициентов , ,  (cумма модулей ко-
эффициентов  есть норма  в метрике ). На фиг. 5 представлены графики  в метрике 
для схемы Русанова при : верхний график относится к , средний – к , два
оставшихся графика (практически неразличимые при ) относятся к . Во всех

( ) ( )2
2 4 2 22 2( ) = 1 sin ( ) sin sin( ) 1 (1 )sin ,

2 3 2 3 2
if e iφ γ φ φ − φ − ω + γ φ + − γ  

φ + γ − γ − ω − γ −

− γ − γ + γ ω − γ − + ω − γ + γ φ

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2

( ) = 1 4 ( ) /9,  ( ) = [4 (1 ) ( 3 ) ]

2[2 (1 ) 3 ( 2)] 3( 4 ), = sin ( /2).

if e P z z P z z

z z

f 2f 3,...f
nf nf 1l

nf 1l
= 1/2γ = 3ω = 3/2ω

> 500n = 0.5, 0.25ω

Фиг. 5. Графики  в метрике  – для схемы Русанова при : верхний график относится к ,

средний – к , два оставшихся (практически неразличимых при ) относятся к .
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= 3/2ω > 500n = 0.5, 0.25ω

Фиг. 6. Графики  в метрике  – для схемы Русанова при : верхний график относится к ,

средний – для , нижний – для . При  графики практически неразличимы, выходят на
одну и ту же асимптоту.
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случаях  ограничены при , что гарантирует ограниченность ошибок округления в
равномерной метрике при .

На фиг. 6 представлены графики  в метрике  для схемы Русанова при : верхний
график относится к , средний – для , нижний относится к . Во всех слу-
чаях  ограничены при , что гарантирует ограниченность ошибок округления в рав-
номерной метрике при . Начиная с , графики практически неразличимы, выхо-
дят на одну и ту же асимптоту. Полученные численно результаты согласуются с теоретическими
результатами [7].

Авторы благодарны Г.М. Кобелькову за полезные критические замечания и Е.Е. Тыртышни-
кову за поддержку проводимого исследования.
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