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В неаналитической хроматографии проведено моделирование кривых элюирования для разных по
относительной длине слоев адсорбента. Путем регулирования интервала интегрирования получены
зависимости ошибки вычисления центра тяжести кривой элюирования от величины этого интервала,
нормированного его отношением к времени максимума кривой элюирования. Полученные зависи-
мости позволяют управлять минимизацией интервала интегрирования и тем самым исключать из
расчетных величин участки экспериментальной кривой, ведущие к дополнительным ошибкам вы-
числения моментов вследствие дрейфа и флуктуаций сигнала базовой линии.
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ВВЕДЕНИЕ

Развитие методов исследования физико-хи-
мических систем позволяет увеличить информа-
тивность и точность оценки свойств материалов.
Например, в [1] метод позитрон-аннигаляцион-
ного зонда был применен для исследования внут-
ренних границ раздела материалов. Применение
метода помогло идентифицировать наличие двой-
ного электрического слоя на границе раздела по-
лимер–металл и оценить электрическую состав-
ляющую адгезионной системы. Другим, не менее
важным направлением исследования физико-хи-
мических систем является совершенствование
как самих методов, так и увеличение точности
применяемых вычислительных методик.

В линейной хроматографии для определения
адсорбционных констант твердых материалов
применяется метод моментов. При вычислениях
моментов кривых элюирования возникают ошибки,
связанные с завышением интервала интегриро-
вания. Это связано с тем, что флуктуация цифро-
вого сигнала и дрейф базовой линии участков по-
лученного сигнала, не относящихся, собственно,
к экспериментальной кривой элюирования, могут
значительно изменить точность вычисления. Точ-
ность вычисления возрастает при регулируемой
минимизации интервала интегрирования экспе-
риментальной кривой.

В [2, 3] рассматривается минимизация интер-
валов интегрирования для кривой элюирования,
которая задается или функцией Гаусса, или экс-
поненциальной модификацией гауссовой кривой.
Подчеркивается, что неопределенность в оценке
оптимального интервала интегрирования является
фундаментальным препятствием для увеличения
точности вычисления адсорбционных констант
методом моментов. В [4] также указывается на не-
обходимость ограничения интервала интегриро-
вания при обработке результатов каждого изме-
рения и вычисления констант методом моментов.
В [2–4] обсуждаются измерения, проводимые в
высокоэффективной хроматографии, которая ха-
рактеризуется большими значениями эффектив-
ности (относительной длины) слоя адсорбента.

В последние время появляются работы, в ко-
торых представлены программы для ЭВМ, позво-
ляющие вычислять моменты с повышенной точ-
ностью [5, 6]. Здесь также используют подход,
связанный с минимизацией интервала интегри-
рования. Эти работы базируются на теории ско-
ростей и предназначены для использования в вы-
сокоэффективной хроматографии. Для определения
интервала интегрирования в этих работах в качестве
отклика используется дисперсия кривой элюиро-
вания.

В неаналитической хроматографии, исследую-
щей адсорбционные свойства твердых материалов,
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вышеуказанные подходы не применимы. Исполь-
зуемые в неаналитической хроматографии слои
адсорбента имеют малую относительную длину и
не описываются функцией Гаусса и экспоненци-
альной модификацией гауссовой кривой, а также
к ним не применима теория скоростей. Стано-
вится актуальным отыскание корректного алго-
ритма минимизации интервала интегрирования
при исследованиях слоев адсорбента относительно
малой длины. Особый интерес представляет кор-
ректное вычисление центра тяжести кривой элю-
ирования, из которого рассчитывается константа
Генри – важная характеристика адсорбционной
системы.

Целью работы явилось выявление зависимо-
сти регулируемой ошибки вычисления центра тя-
жести кривой элюирования методом моментов от
величины интервала интегрирования.

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
Кривые элюирования рассчитывали в соответ-

ствии с уравнением модели слоя равновесной ад-
сорбции

(1)

где – кривая элюирования на слое адсорбента,
равного n,  – относительная длина (эф-
фективность) слоя адсорбента,  – абсолютная
длина слоя адсорбента,  – эффективная кине-
тическая константа модели,  – время,  – мак-
симальная концентрация кривой элюирования
при длине слоя адсорбента    –
линейная скорость элюента,  – константа Генри.

Уравнение (1) было обосновано в [7] путем
численного моделирования для условий линей-
ной хроматографии и экспериментально под-
тверждено во многих работах на слоях адсорбента
малой длины, например, в [8]. В [9] было показано,
что уравнение (1) можно использовать для дей-
ствительных чисел в интервале 

Моделирование кривых элюирования прово-
дили для осредненных условий при элюировании
азота и/или аргона из гелия на активном угле при
комнатной температуре. Исходя из значений
удельного удерживаемого объема, эффективной
кинетической константы и скорости подвижной
фазы, константа  с–1. Моделирование
проводили в программе Excel. Для 9 < n ≤ 200 ин-
тервал вычисления функций (1) был равен 0.1 с.
При  интервал вычисления функций (1)
уменьшался до 0.01 и 0.001 с.

Анализируемым параметром выбран центр тя-
жести выходной кривой  прямо пропорцио-
нальный константе Генри. Знак звездочка означает
процесс, происходящий именно в слое адсорбента.
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В методе моментов этот параметр определяется
из соотношения обычных моментов

(2)

где  кривая элюирования, рассчитываемая
по уравнению (1),  и  – моменты, соответ-
ственно, нулевого и первого порядков.

Для каждой из кривой элюирования, рассчи-
танной по (1) и заданной в виде матрицы значений

 и t, по уравнению (2) рассчитывали  для разных
интервалов интегрирования. Вычисления прово-
дились отдельно как для левой, так и для правой
от максимума частей кривой элюирования. Рас-
четные значения центра тяжести  сравнивались с
его истинным значением  вычисленном в интер-
вале времени  Значение  также можно
определить по уравнению, полученному в [10],

(3)

Далее рассчитывается относительная ошибка
вычисления  как

(4)

Поясним проведение расчета с использованием
условной схемы (рис. 1). Для произвольного ин-
тервала времени  по уравнению (2) рассчитыва-
ется  и далее по уравнению (4) относительная
ошибка расчета центра тяжести кривой элюиро-
вания. При этом для левой или начальной части
кривой элюирования для интервала интегрирова-
ния  при вычислении  пределы интегрирова-
ния в (2) изменяются от  до бесконечности. Для
правой или замыкающей части кривой элюиро-
вания пределы интегрирования изменяются от
нуля до 

Для левой части кривой элюирования при воз-
растании  происходит увеличение рассчитываемой
величины  а для правой части кривой наблюда-
ется уменьшение значения этой величины с со-
кращением  Поэтому в уравнении (4) исполь-
зуется модуль разности значений центра тяжести.

Рассчитанные относительной ошибки вычис-
ления центра тяжести при разных  сопоставлялись
с исправленным временем удерживания  (рис. 1),
которое соответствует максимуму кривой элюи-
рования. То есть, для каждой вычисленной отно-
сительной ошибки расчета центра тяжести кривой
элюирования определялся нормированный ин-

тервал интегрирования  для которого эта
ошибка наблюдается. На рис. 2 выборочно пред-
ставлены полученные результаты в интервале из-
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менения относительной ошибки вычисления
центра тяжести в пределах от 0 до 1 процента для
левой и правой от максимума частей кривых элю-
ирования.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Из результатов, представленных на рис. 2, следует,

что полученные зависимости относительной ошиб-
ки вычисления центра тяжести методом моментов
резко возрастают с уменьшением интервала инте-
грирования как для левой, так и для правой от
максимума частей кривой элюирования. Кроме
того, эти зависимости представляют собой функ-
ции, которые определяются значением относи-
тельной длины слоя адсорбента. При этом в обла-
сти малых значений относительной длины слоя
адсорбента зависимости значительно расходятся
друг от друга, а при возрастании  они сближаются.

Объектом исследования послужили относи-
тельные ошибки вычисления центра тяжести,
равные 0.5 и 1%. Выбор таких значений ошибок
может считаться оптимальным, так как позволяет
действительно минимизировать интервал инте-
грирования без внесения больших дополнитель-
ных искажений в вычисления моментов и тем са-
мым уменьшить ошибку определения искомой ве-
личины – центра тяжести кривой элюирования.

Кривые на рис. 2 в интервале относительных
ошибок вычисления центра тяжести от 0.5 до 1%
аппроксимировались различными функциями.
Для левой от максимума части кривой элюирова-
ния зависимости, представленные на рис. 2, удо-
влетворительно аппроксимируются степенной
функцией с коэффициентами детерминации не
ниже 0.999 для всех анализируемых зависимо-
стей. При аппроксимации этих же зависимостей
параболической функцией для всех анализируе-

n

мых  коэффициенты детерминации были равны
1 при том же количестве точек, полученных в чис-
ленном эксперименте.

Используя квадратичную аппроксимацию,

были раcсчитаны значения  относящиеся к
величинам  равных 0.5 и 1%. Из полученных
данных выстроены изолинии ошибок вычисле-
ния центра тяжести для левой части кривой элю-
ирования в виде зависимостей нормированного
интервала интегрирования от значения относи-
тельной длины слоя адсорбента, которые пред-
ставлены на рис. 3.

Из результатов, представленных на рис. 3, сле-
дует, что обнаруженные зависимости являются
монотонно возрастающими функциями выпук-
лыми по отношению к оси абсцисс и имеющими
характер асимптотического приближения к сво-
им постоянным при возрастании относительной
длины слоя адсорбента. Видно, что эти зависимо-
сти симбатно связаны друг с другом и имеют от-
личие, которое может быть количественно оцене-
но через линейную функцию. В целом, поведение
этих кривых является близким к зависимости ко-
эффициента симметрии кривой элюирования от

 в неаналитической хроматографии, обнаружен-
ному ранее.

Кроме того, представленные на рис. 3 резуль-

таты в координатах зависимости  от  пред-
ставляют собой типичные гиперболы. Это позво-
ляет линеаризовать их в виде уравнения

(5)

n

' ,l RT t
δ ,ct

n

'
R lt T n

= +' ,R lt T a n b

Рис. 1. Условная схема вычисления ошибки расчета
центра тяжести кривой элюирования методом мо-
ментов.

c

TT1 t'R Tr

Рис. 2. Зависимости ошибки вычисления центра тя-
жести от нормированного интервала интегрирования
для левой (сплошная линия) и правой (символы) ча-
стей кривой элюирования. Длина слоя адсорбента n:
1 – 5, 2 – 12, 3 – 25, 4 – 75 и 5 – 200.
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где  – тангенс угла наклона зависимости и  –
свободный член.

С использованием уравнения (5) были ап-
проксимированы зависимости, представленные
на рис. 3. Результаты приведены в табл. 1. Обна-
ружено весьма удовлетворительное соответствие
результатов численного эксперимента линейной
функции, что позволяет использовать уравнение (5)
для обнаружения оптимального интервала при
вычислении опытных значений центра тяжести ме-
тодом моментов в неаналитической хроматогра-
фии в изученном интервале изменения n.

Путем экстраполяции уравнения (5) с коэф-
фициентами табл. 1 были вычислены значения

 при  равных 0.5 и 1%, для  = 3. Обнару-

жено, что экстраполированные значения 
отличаются от величин, измеренных из кривой
элюирования, на 9 и 4%, соответственно, для от-
носительных ошибок 0.5 и 1%. Отсюда следует
вывод о том, что зависимость (5) может приме-

a  b

'
l RT t δ ,ct n

'
l RT t

няться исключительно в указанном интервале, а
именно, при 

Для правой от максимума части кривой элюи-
рования зависимости, представленные на рис. 2,
также удовлетворительно аппроксимируются сте-
пенной функцией с высокими коэффициентами
детерминации. При аппроксимации этих же за-
висимостей параболической функцией для всех
анализируемых  коэффициенты детерминации
были равны 1 при том же количестве точек, полу-
ченных в численном эксперименте.

Используя квадратичную аппроксимацию,

были раcсчитаны значения  относящиеся к
величинам  равным 0.5 и 1%. Полученные дан-
ные в виде изолиний ошибок вычисления центра
тяжести для правой части кривой элюирования в
виде зависимостей нормированного интервала
интегрирования от значения относительной длины
слоя адсорбента представляют собой гиперболы.
В координатах обратного нормированного интер-
вала интегрирования от значения относительной
длины слоя адсорбента эти кривые имеют вид
(рис. 4), аналогичный зависимостям, представ-
ленным на рис. 3.

Полученные результаты позволили линеари-
зовать эти зависимости в виде уравнения

(6)

где  – тангенс угла наклона зависимости и  –
свободный член.

Так же, как и в случае с левой частью кривой элю-
ирования, расчетные значения, представленные на

≤ ≤4 200.n

n

' ,r RT t
δ ,ct

= +' ,r RT t a n b

a  b

Рис. 3. Зависимость нормированного интервала ин-
тегрирования от относительной длины слоя адсор-
бента при ошибках вычисления центра тяжести для
левой части кривой элюирования: 1 – 1 и 2 – 0.5%.
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Таблица 1. Значения коэффициентов уравнения (5)
для левой части кривой элюирования в интервале от-
носительной длины слоя адсорбента 

Ошибка, %

0.5 12.62 1.09 0.999
1.0 9.51 1.08 0.9996

≤ ≤4 200n

a b 2R

Рис. 4. Зависимость обратного нормированного ин-
тервала интегрирования от относительной длины
слоя адсорбента при ошибках вычисления центра тя-
жести для правой части кривой элюирования: 1 – 1 и
2 – 0.5%.
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рис. 4, были аппроксимированы с использованием
уравнения (6), а результаты собраны в табл. 2. Об-
наружено удовлетворительное соответствие ре-
зультатов численного эксперимента линейной
функции, что позволяет использовать уравнение (6)
для обнаружения оптимального интервала инте-
грирования при вычислении опытных значений
центра тяжести методом моментов в неаналити-
ческой хроматографии в изученном интервале
изменения n.

Сравнение экстраполированных и расчетных

значений  для  = 3 также дает отличие, равное
7 и 6%, соответственно, для относительных оши-
бок 0.5 и 1%. Это обстоятельство, которое наблю-
далось и для левой части кривой элюирования,
по-видимому, связано с особенностями поведе-
ния кривых элюирования при малых значениях n.
В [11] было показано, что исправленное время
удерживания кривой элюирования, смоделиро-
ванное с учетом входного прямоугольного сигнала,
при  не согласуется с теоретическим пред-
сказанием. А при  наблюдается полное сов-
падение результатов численного эксперимента и
уравнения, в котором имеется слагаемое, учиты-
вающее входной сигнал.

Таким образом, минимизация интервала ин-
тегрирования в случае малых относительных
длин слоя адсорбента ( ), должна быть про-
анализирована отдельно. Также отдельно следует
изучить влияние входного сигнала на возможное
изменение рационального интервала интегриро-
вания. В [12] было изучено влияние входного им-
пульса на формирование симметрии кривой элю-
ирования и показано, что с ростом  влияние
входного сигнала на кривую элюирования умень-
шается. Тем не менее, должны быть установлены
точные границы интервала интегрирования для
уменьшения ошибки вычисления моментов.
Здесь может быть полезным переход от нормиро-
ванного интервала интегрирования к нормиро-
ванной концентрации кривой элюирования.

Выявление ошибок вычисления второго цен-
трального момента, а вместе с ним и относительной
длины слоя адсорбента, является самостоятельной
задачей. Это связано с тем, что при вычислении
высших моментов интервал интегрирования воз-
растет. Интерес представляет отыскание устой-

'
r RT t n

< 4n
> 4n

< 4n

n

чивых корреляций между ошибкой вычисления
второго центрального момента и нормирован-
ным интервалом интегрирования.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Впервые показано, что относительные ошибки

вычисления центра тяжести методом моментов
функционально зависят от интервала интегриро-
вания и определяются относительной длиной
слоя адсорбента. Обнаруженные корреляции в
виде уравнений (5) и (6) можно использовать для
оптимизации интервала интегрирования. На ос-
нове этих уравнений можно целенаправленно
уменьшать интервал интегрирования и регулиро-
вать ошибку вычисления центра тяжести кривой
элюирования, что увеличивает точность вычис-
ления адсорбционной константы Генри твердых
материалов.

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект 17-08-00315а).
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Таблица 2. Значения коэффициентов уравнения (6)
для правой части кривой элюирования в интервале от-
носительной длины слоя адсорбента 

Ошибка, %

0.5 11.62 1.11 0.9992
1.0 10.25 1.09 0.9996

≤ ≤4 200n

a b 2R
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